El saber de mis hijos
hara mi grandeza

1. Introduccion |

Definimos los numeros p-adicos como series formales, que ge-
neralizan la representacion p-adica de un numero positivo, es
decir la representacion base p

Sea x un entero positivo, y p un numero primo, definimos la re-
presentacion p-adica de una manera similar a la base decimal.

r=ao-p’+a;-p>+...+an-p"

Definimos a los numeros p-adicos como series infinitas de po-
tencias base p.

En este cartel se presentaran las propiedades basicas relativas
a su métrica.

1.1 El Anillo Z, y el campo Q,

Denotamos por Z, al conjunto
{x =ap+ a -p+a2-p2+...|ai c{0,1,....,p—1},Vi > 0}

y definimos una suma y un producto como extension natural de
la suma y el producto de enteros positivos expresados en base

D.
Ejemplos

x:1+p+p2+...
y:1+p+p2+...

T4y =2+2p+2p°+ ...
ry=1+p+p°+.)1+p+p°+..)

—(14+p+p°+.)+pl+p+p°+. )+ A +p+p>+..) + ...

Observemos que

—1=(p-D+@-p+{@—1p" +..
Ya que
—1+1=14+(p-D+@—-Dp+(p—1)p*+...
0=0+[p+(—Dpl+(p—1)p*+ ..
—0+0p+[p° + (p— 1)p?] + ...

En particular
Lo — L

Ademas, podemos definir su campo de fracciones, y lo denota-
remos por Q.
X
0-1{:
Py

2. Metrica en Q, |

Para definir una metrica en @, usaremos la nocion de valuacion
p-adica

x,yezp,y#()}

2.0.1. Valuacion P-adica
Siz=uag+a;-p+as-p®+ ... Se define

Vp(x) = min{ila; # 0}
Y expandiremos a @, mediante

i (2) = Vit - 1)

y
Vp(0) = oo

2.0.2. Distancia

Sea a € (0, 1),~Tipicamente usamos —
Definimos el valor absoluto p-adico.

z|p = a"7(®) para z £ 0, 0]p =0

2.1 Ejemplos

Cona =1

p
_ 1
’p D :@%(p>—1 — ()41 _ —
p
1 _
Plp

Definido el valor absoluto en Z,, procedemos a mencionar la
distancia en Z,, que esta dada de igual manera que en Z.

dz,y) = |Tr —ylp

Una de las propiedades mas importantes que posee este valor
absoluto es la "desigualdad fuerte del triangulo”

2+ ylp < max{|z[p, [ylp}
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Demostracion
Es facil demostrar que V),(a + b) > min{V)(a), V)(b)}. Entonces
cona € (0,1)

Pero
&ml’n{%(a),‘/p(b)} _ méX{Oz%<a>, @%<b>}

Por lo que
ja + blp < méx{|alp, |blp}

‘ 3. Triangulos |

Una de las propiedades sorprendentes de la métrica en Q) es:
Teorema 3.1

Todos los triangulos son isosceles

Formalmente

Dados z, y, z € Q, distintos, entonces forzosamente una de las
3 se cumple.

md(z,y) = d(z, 2)
" d(y,z) =d(y,)
m d(z,z) = d(z,y)
Demostracion

Si una de las anteriores se cumple, terminamos, si no:
Supdngase sin péerdida de generalidad que

d(x,y) < d(z,z) < d(y, 2)

Luego
Y = zlp < max{ly — zlp, |z — z[p}
Entonces como d(x,y) < d(z, 2)

]y—z|p§ |5L’—Z|p

Lo cual nos lleva a una contradiccion.
N

‘ 4. Bolas |

Sea x un punto y r > 0. Se define Bola Abierta:
Bey(z) ={y  d(x,y) <r}
Se define Bola Cerrada:
B<y(z) ={y : d(z,y) < r}

Las bolas definidas anteriormente también tienen propiedades
sorprendentes.

4.1 Propiedades

Teorema 4.1.1
Cualquier punto de la bola es centro. Es decir: Sea y € B« ()
un punto arbitrario. Entonces,

B<r(33> — B<T(y)

Demostracion
Dado y € B-,(x) debemos probar que

B<r(y) C B<r(x)

Sea z € B-,(y) entonces d(y, z) < r, entonces
1z — z[p < max{|z — ylp, |y — z[p}

T —ylp <7
ly—z|p <7

Por tanto
lz—z|p <

Seguido, debemos probar

Br(z) C B<r(y)

Sea ahora z € B.,(x) tenemos que |z — z|, < r.
2 = ylp Smaxi|z — zlp, | = ylp}

|z —z|p <7
lz—ylp <7

Por tanto
z—ylp<r

Verificando que B (z) = B« (y)
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Teorema 4.1.2
Sean B,(z)y B,.(y) bolas abiertas tales que

By(x) N By(y) # 0

Entonces una de las bolas esta contenida en la otra.
Demostracion
Sea

2 € By(z) N Byy)

con r < r’. Tomemos u € B_,(x) = B-,(z). Entonces

Y — ulp <max{ly — zlp, [z — ulp}

ly — 2|p < r!
|z —ulp <7
r< 7
Entonces
Yy — ulp < r!

Probando que u € B_,(y)

Teorema 4.1.3

Las bolas abiertas son conjuntos cerrados y viceversa
Demostracion

Sea B.,(x) una bola abierta arbitraria con » > 0y t un punto de
acumulacion de B, (x).

Entonces parar’ < r

Bp(t) N B<p(z) # 0
Entonces
B_p(t) € Bey(a)
En particular t € B,(x).

Esto prueba que la bola abierta es un conjunto cerrado.
En el caso de las bolas cerradas. Sea y € B<,(z). Sabemos

que B<,(y) = B<r(z), Yy B<r(y) C B<y(y) = B<y(x) Esto prue-
ba que B<,(x) es un conjunto abierto.

4.2 Las Bolas y los 7Z,

Para entender una representacion grafica de Z, Observemos
que

p—1
Zp = B<1(0) = | B«1(3)
1=0

Lo cual nos permite hacer la sig. representacion grafica. Sea
p = 3, entonces
Z3 = B<1(0) U B<1(1) U B<1(2)

Y una manera de representar Zs es la siguiente.

Ademas, tomando a B-1(0) podemos encontrar bolas conteni-
das en él.

p—1
B.1(0) =B1(0) = | ] B_.(ip)
p N
p—1
2
B_1(0) :BSZ%(O) - B<§(ZP )
1=0
p—1
_ _ - n+1
B<pin(0> _Bglﬁ((b — LJO B<pn1+1 (Zp )
1=

Entonces con p = 3, dividiendo la bola B_;(0)

B_1(0)

B<1(0) = B.1(0) § Bi(3)

B_1(6)
Podemos concluir que la representacion geométrica de Zs, y en

general Z, esta basado sobre un esquema recursivo.
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